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Rendering = Integrovani funkci

L (x,)= [LXxo)-f (X0 >, cos6, do,
H (x)

= Problemy

o Nespojitost integradu
(viditelnost)

o Témér libovolné hodnoty
integrandu (distribuce svétla,
BRDF)

Prichozi rad_lance o SloZita geometrie
L;(X,®;) pro jeden

bod na podlaze.
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Historie Monte Carlo (MC)

= Vyvoj atomové bomby, Los Alamos 1940, John von
Neumann, Stanislav Ulam, Nicholas Metropolis

= Rozvoj a aplikace metod od roku 1949
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Metoda Monte Carlo

= Simuluje se mnoho pripadu daného deéje, napriklad:
o Neutrony — vznik, zanik, srazky s atomy vodiku

o Ulohy hromadné obsluhy — chovani poéitac¢ovych siti,
dopravni situace

o Sociologické a ekonomické modely — demografie, vyvoj
inflace, pojistovnictvi atd.
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Example: calculation of 7

Slide credit: Iwan Kawrakov

Area of square: A; =1
Area of circle: A, =«
Fraction p of random
points inside circle:

_TI'
4

Random points: N

Random points inside
circle: N.

The Monte Carlo Simulaiion of Radaion Transpart — pL5aEs



AT

) Slide credit: lwan Kawrakov
Calculation of 7 (cont’d)
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The Maonte Cano Simukation of Radation Tansport — GRS



‘ Sum v obrazcich
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Odbocka — Kvadraturni vzorce pro
numerické integrovani

= Obecny predpis v 1D:

>

1=S"w f(x)

=1

Integrand (tj. integrovana funkce)
rad kvadratury (1j. pocet vzorku integrandu)
uzlové body (tj. umisténi vzorku v oboru integralu)

X;) vzorky integrandu
vahy
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Odbocka — Kvadraturni vzorce pro
numerické integrovani

= Kvadraturni pravidla se lisi volbou uzlovych bodi x; a
vahami w;

o Obdélnikova metoda, Rovnobéznikova metoda,
Simpsonova metoda, Gaussovska kvadratura, ...

= Vzorky na integrac¢nim oboru (tj. uzlové body) jsou
rozmistény deterministicky

o Jednoznacné urceny kvadraturnim pravidlem
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Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

= Obecny predpis pro integrovani fci vice proménnych:
. n n n
L= wow o F (X, X e X )
=1 i,=1 ig=1

= Rychlost konvergence pro s-dimenzionalni integral je
O(N-lls)

o Napfr. pro dvojnasobné zpresnéni odhadu 3-rozmeérného
integralu musime zvysit pocet vzorku 23 = 8 krat

= Nepouzitelne pro vysokodimenzionalni integraly
o Dimenzionalni exploze
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Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

= Kvadraturni vzorce

oV 1D lepsi presnost nez Monte Carlo
a Ve 2D srovnatelné s MC
o Od 3D bude MC témeér vzdy lepsi

= Kvadraturni metody NEJSOU metody Monte Carlo!
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Monte Carlo integrovani

= Obecny nastroj k numerickému odhadu urcitych integrali

Integral:
| = j f (x)dx
Monte Carlo odhad I:

1 (&),
==Yt 2
< > N = p(&) % o P

0 &5 233 ‘tvl §4 gz Fv6 1 ,V pruméru” to funguje:
E[(1)]=1

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014 12



Monte Carlo integrovani

Vzorky jsou rozmistény nahodné (nebo pseudonahodné)

Konvergence: O(N-/2)
o Konvergence nezavisi nha dimenzi

o RychlejSi nez klasicke kvadraturni vzorce pro 3 a vice
dimenzi

Specialni metody pro rozmisténi vzorki
o Quasi-Monte Carlo, Randomized quasi-Monte Carlo
o Jesté rychlejsi konvergence nez MC
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Monte Carlo integrovani — shrnuti

N V)’/hOdy
o Jednoducha implementace
o Robustni reSeni pro rizné tvary domén a integrantti
o Efektivni pro vicerozmeérné integraly

= Nevyhody

o Relativné pomala konvergence — zmenseni statistické chyby
o polovinu vyZaduje zvétsit pocet vzorku ¢tyrikrat
o Pro syntézu obrazu: obrazek obsahuje Sum
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The MC method: applications

= Financial market simulations

= Traffic flow simulations

= Environmental sciences

= Particle physics

= Quantum field theory

= Astrophysics

= Molecular modeling

= Semiconductor devices

= Optimization problems

= Light transport calculations
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Nahodne veliciny




Nahodna veli¢ina

= X ... ndhodna velic¢ina

= X nabyva rtuznych hodnot s rtiznou pravdépodobnosti
o X ~p(x)
o Rozlozeni pravdépodobnosti
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Diskrétni nahodna veliéina

» Konec¢na mnozina hodnot x;
= S pravdépodobnosti p;

p,=Pr(X=x)20 > pi=1
=1

= Distribuc¢ni funkce
(cumulative distribution
function)

Pravdépodobnostni funkce
(probability mass function)

o ¢ .

pi I ------ | R P |
| | | | >

Xi
A Distribuéni funkce

R

|

Pt e |
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| | |
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Spojita nahodna velicina

= Hustota pravdépodobnosti p(x)
(probability density function, pdf)

= V1d:

Pr(X e D)= | p(x) dx

Pr(a< X <b)= jb o(t) dt
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Spojita nahodna velicina

= Distribu¢ni funkce P(x)
(cumulative distribution function, cdf)
V 1d:

P(x)=Pr(X <x)={ p(t)dt

Pr(X =a)= j o(t) dt = 0!
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Spojita nahodna velicina

Pr. Rovhnomérné rozdéleni (uniform distribution)

Hustota
pravdépodobnosti
(pdf)

1
Distribucni
funkce (cdf) I

0

0 |
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Spojita nahodna velicina

Gaussovské (normalni) rozdeéleni

1.0

Hustota i /I\\ E E‘
pravdépodobnosti =" N\ / \
(pdf) *
f-—' /f/ ‘\\\‘“““‘H
T "'X‘ T
o Pt e
Distribucni 0 e / /// =
funkce (cdf) a3 aya
& -
[ ]
AN I
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Stredni hodnota a rozptyl

= Stredni hodnota (oc¢ekiavana hodnota, expected value)

E[X]:IDX () dx
= Rozptyl (variance)
VIX]=E[(X -E[X])]
= E[X°-2XE[X]|+E[X]]
= E[X°|-E[X]

o Vlastnosti
V[Z X.]= ZV[X"] (pokud jsou X, nezavislé)

ViaX1=a"V[X]
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Transformace nahodné veli¢iny

Y = f(X)

= Y je ndhodna veli¢ina

s Stredni hodnota Y

EfY]= jD f (x) p(x) dx
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Monte Carlo integrovani




Primarni estimator urcitého integralu

Odhadovany integral: | = IQ f(x)dx

Je-li X ndhodna velicina s distribuci p(x), pak
f(X)/p(X) je tzv. primarni estimator integralu:

IO

" p(X)

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014 26



Primarni estimator urcitého integralu

f(X)

0 X 1
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Estimator a odhad

= Estimator je nahodna velicina
o Vznikla transformaci jiné nahodné veli¢iny

= Jeji realizace (hodnota) je konkrétni odhad
(estimate)
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Nestrannost obecného estimatoru

= Nestrannost estimatoru (obecné):

o ,,V prumeéeru® estimator dava spravnou hodnotu
odhadované veli¢iny (bez systematické chyby)

ELF] = Q

N

N\

Estimator Vel.icvz.iny Q Odhadovana velié¢ina
(ndhodna veli¢ina) (napt. integral)
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Nestrannost

Nas estimator F,;, Je nestrannym (unbiased) odhadem |

EFm] = | T 5
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Rozptyl primarniho estimatoru

Meéritkem kvality odhadu je jeho rozptyl
(nebo standardni odchylka):

V[Fprlm] Gprlm = E[Fprlm ] E[Fprlm] I fp(():())z dx — | i

(pro nestranny odhad)

Pri vypoctu jediného vzorku je rozptyl vysledku
prilis velky!
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Sekundarni estimator integralu

= N nezavislych nadhodnych velicin, f(X:) / p(X;)

= Sekundarni estimator je nestranny
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‘Rozptyl sekundarniho estimatoru

VIF.] = VES i)
" N = p(X;)
SV RIGO)

N “ - p(X;)

N | p(X;)
— %V :Fprim
... std. chyba je YN-krat mensi!
(konvergence 1/YN)
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Vlastnosti estimatoru




Nestrannost obecného estimatoru

= Nestrannost estimatoru (obecné):

o ,,V prumeéeru® estimator dava spravnou hodnotu
odhadované veli¢iny (bez systematické chyby)

ELF] = Q

N

N\

Estimator Vel.icvz.iny Q Odhadovana velié¢ina
(ndhodna veli¢ina) (napt. integral)
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Vychylka (bias) obecného estimatoru

= Pokud
E[F]=Q

pak estimator neni nestranny (je vychyleny, ,biased").

= Systematicka chyba, bias

f=Q-E[F]
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Konzistence (obecného estimatoru)

= Uvazujme sekundarni estimator (N vzorki):

Fy = Fy (X3 X, X))

= Estimator F je konzistentni pokud

Pv‘{ lim Fy = Q} = 1

N —00

tj. pokud chyba F\ — Q jde k nule s pravdépodobnosti 1.
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Konzistence (obecného estimatoru)

= Postacujici podminka pro konzistenci estimatoru:

lim G|Fy] = lim V|Fy| = 0

N—oo N—00

|

bias

(tj. ne kazdy nestranny estimator je konzistentni)
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Zobrazovaci algoritmy

= Nestranné (unbiased)
o Sledovani cest (path tracing)
o Obousmeérné sledovani cest (bidirectional path tracing)
o Metropolis light transport

= Konzistentni (consistent)
o Progresivni fotonové mapy (progressive photon mapping)

= Nekonzistentni, vychylené (biased)
o Fotonové mapy (photon mapping)
o Irradiance / radiance caching
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‘ Stredni kvadraticka chyba
(Mean Squared Error — MSE)

= Definice

= Plati

o Dukaz

MSE[F]

MSE[F]=E[(F -Q)’]

MSE[F]=V[F]+ B[FY

E((F - Q)"
(F — E[F])’] + 2E[F — E[F||(E[F] - Q) + (E[F] - Q)°
V:F] —I—F‘S[F]Q;
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‘ Stredni kvadraticka chyba
(Mean Squared Error — MSE)

= Pokud F je nestranny, pak
MSE[F]=V][F]

tj. pro nestranny estimator je snazsi odhadnout chybu,
protoze rozptyl estimatoru lze odhadnout ze vzorku
Y; =10X) 7 p(X))

= Nestranny estimator rozptylu

¢ . 23

A/ | 1 1 i\r‘r .72 1 1\‘ i
VIEN] = N — vl ) Ty 2t
N1 |\A ZM A. ZM
\ - T /

M
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Uéinnost estimatoru

= Pro nestranny estimator je aéinnost (eficience, angl.
efficiency) dana vztahem:

JqF] = ——

VIF]T[F]
/N

rozptyl ¢as vypoctu (pocet
operaci, napr. pocet
vrzenych paprskii)
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Metody snizeni rozptylu MC
estimatoru




Metody snizeni rozptylu

= Importance sampling (vzorkovani podle duleZitosti)
s Podle BRDF (nejcéast€jsi)
») Podle L; (pokud znamo: primé osvétleni)
oV syntéze obrazu je IS nejéastéji pouzivana metoda

= Ridici funkce (control variates)

= Lepsi rozlozeni vzorku
o Stratifikace
o quasi-Monte Carlo (QMC)

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Vzorkovani podle dulezitosti

B Nékteré casti vzorkovaného intervalu jsou dulezitéjsi,
protoze zde ma f vétsi hodnotu
0 Vzorky z téchto oblasti maji vétsi vliv na vysledek

= Vzorkovani podle dilezitosti (“importance

sampling”) umistuje vzorky prednostné do takovych
oblasti

Q Tj. pdf pje,, podobna* integrandu

= MenSi rozptyl pri zachovani nestrannosti

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Vzorkovani podle dulezitosti

"

\J o0

i

p(x)

0 X XX, Xy X, Xg 1
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Ridici funkce

Funkce g(x), ktera aproximuyje integrant a
dokazeme ji analyticky integrovat:

I_j Hf )]dx+jg(x)dx

numericke integrovani (MC)
mensi rozptyl nez f(x)

umime analyticky
Integrovat

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Transformace ridici funkei

T(x)

/ N\

g(x)

/[ \

Or—~
f(x)-g (XM

N —

0
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Ridici funkce vs. Importance sampling

= Importance sampling

o Lepsi pokud se funkce, podle niz umime vzorkovat,
vyskytuje v integrantu jako multiplikativni ¢len (rovnice
odrazu, zobrazovaci rovnice).

= Ridici funkce
o LepSi pokud se funkce, kterou umime analyticky integrovat,
vyskytuje v integrantu jako aditivni clen.

= Proto v se v syntéze obrazu témeér vzdy pouziva
Importance sampling.
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Lepsi rozmisténi vzorku

= Pri vybéru mnoziny nezavislych vzorkul se stejnou
hustotou pravdépodobnosti dochazi ke shlukovani
o velky rozptyl odhadu

= Lepsi rozmisténi vzorki = integracni oblast je
pravidelnéji pokryta
0 snizeni rozptylu

= Metody
o Vzorkovani po ¢astech (stratifikace, stratified sampling)
o quasi-Monte Carlo (QMCQC)
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Vzorkovani po c¢astech

= Interval se rozdéli na casti, které se odhaduji samostatné

f(x
f(xi)| //

N\

X5

X3

X4

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Vzorkovani po c¢astech

Rozdéleni intervalu ©Q na N ¢asti Q;:

f X) dx = Zj X) dx = ZI

Q 1=l Q.

Estimator:

n N
Istrat:%Zf(XiL Xi EQi
i=1
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Vzorkovani po c¢astech

= Potlacuje shlukovani vzorki

= Redukuje rozptyl odhadu

o Rozptyl mensi nebo roven rozptylu sekundarniho
estimatoru

= Velmi G¢inné pro nizkou dimenzi integrantu

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Rozklad intervalu na ¢asti

® uniformni rozklad intervalu (0,1)
0 prirozena metoda pro zcela neznamou funkci f

B zname-li alespon priblizné prubéh funkce f, snazime se
o takovy rozklad, aby byl rozptyl funkce na subintervalech
CO nejmensi

B rozklad d-rozmérného intervalu vede na N° vypoéti
0 asporné€jsi metodou je vzorkovani “N vézi”
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Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

= Pouziti striktné deterministickych sekvenci misto
nahodnych cisel

= VSe funguje jako v MC, diukazy se ale nemohou opirat o
statistiku (nic neni nahodné)

= Pouzité sekvence Cisel s nizkou dikrepanci (low-
discrepancy sequences)

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2014
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Diskrepance
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Stratified sampling

| 10 cest na pixel
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Henrik Wann Jensen
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‘ Quasi-Monte Carlo

10 cest na pixel o
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Fixni nahodna sekvence

Henrik Wann Jensen

~ A

10 cest na pixel
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Priklady MC estimatoru




Primeé osvétleni

Globélnf - 4

primest

£

,,.‘,-_\'Y""n‘vf:)‘.‘ o ‘[;’;‘
NEPrINIC
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Odhad irradiance — uniformni vzork.

E() = [L(x®)-cos6, dao

H (x)

= Uniformni vzorkovani:

p(@) =
= Estimator:
- 1 f(a)i,k)
" N = p(wi,k)

2 N
= _ﬂ-zl—i(x’a)i,k)'cosgi,k
N i3
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Odhad irradiance — cos vzorkovani

E() = [L(x®)-cos6, dao

H (x)

= Importance sampling:

CoS 6’
p(w) =
T

= Estimator:

" (0,
FN‘%kZ()

=1

- Y L

k=1
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Computing Irradiance

4 eye rays per pixel
100 shadow rays

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



Odhad irradiance — vzrokovani zdroje
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Odhad irradiance — vzrokovani zdroje

Gy < Xx)
E(X)= |L(X,®)-cosé. dw.
H.!‘X) /

cos@, -cosd,
= [Ly > V(o x)——
g |y —x|

= Uniformni vzorkovani plochy zdroje:

1
p(Y) =7
A

= Estimator

Al N
Fy = ‘N_‘ZLe(yk _)X)'V(yk (_)X)'G(Yk < X)
k=1
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Example — Area Sampling

1 shadow ray per eye ray

Center Random

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



Example — Area Sampling

16 shadow rays per eye ray

Uniform grid Stratified random

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



PlosSné zdroje svétla

1 vzorek na pixel 9 vzorku na pixel 36 vzorkl na pixel
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‘ Prime osvétleni na plose s obecnou
BRDF

= Odhadovany integral

L (%,@,) = [ L(y > X)- f.(y > X > @,)-V(y < X)-G(y > x) dA
A
= Estimator (uniformni vzorkovani povrchu zdroje)

Al N
Fy :‘N_‘ZLe(yk = X)- f.(y, > X—=>a,)-V(y, < x)-Gy, <>X)
k=1
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